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马尔科夫链与 GM（1，1）模型在岩溶地下水
四氯化碳污染预测中的应用对比

刘喜坤 1，张双圣 1，2，卜庆生 3，于向辉 1 
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3. 徐州市水利工程建设监理中心，江苏  徐州    221018）

摘要：为选择更优的岩溶地下水水质预测模型，以七里沟岩溶地下水源地四氯化碳污染区

为研究区域，选用马尔科夫链与 GM（1，1）模型分别对四氯化碳污染进行预测研究，并将

预测值与实测值进行对比分析，探讨两种预测模型的适用性及差异性。结果表明：研究区

四氯化碳污染监测数据具有一定的波动性，马尔科夫链模型预测结果拟合程度更好，GM（1，
1）适用于具有一定变化趋势的水质监测数据。
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Abstract：In order to choose a better prediction model for the karst underground water quality, Markov chain 

and GM (1, 1) were taken separately to predict the level of CCl4 in contaminated area of Qiligou water source. 

And the applicability and difference of the two prediction models were discussed through the comparison and 

analysis between measured values and predicted values. The results indicated that Markov chain prediction 

model showed higher fitting for the measured values with regular fluctuation, and GM (1, 1) was suitable to the 

water quality monitoring data with certain tendency of change.
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生态与环境

0    引言

水质预测是水环境规划、评价和管理工作的基

础，通过预测，可以了解当地水域环境质量演变趋

势，进而及时发现水质恶化的原因并采取相应的

治理措施。《全国地下水污染防治规划（2011-2020

年）》强调建立地下水污染风险防范体系，构建地

下水污染预报预测系统。
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目前，地下水水质预测方法可分为两类，确定

性方法和不确定性方法 [1]。其中确定性方法主要

包括数值模拟法、解析法等；不确定性方法包括

数理统计预测法、灰色系统理论预测法、神经网

络模型预测法等 [2-3]。受水文、水质监测条件的

限制，水质预测过程中往往缺乏长期的水质资料，导

致确定性方法预测结果不够理想，尤其是岩溶地

下水高度的非均质性，进一步加重了数值模拟的

不确定性，因此不确定性方法在水质预测中得到

广泛应用。

本文以徐州七里沟岩溶地下水水源地四氯化

碳污染区为研究区域，分别运用马尔科夫链与 GM

（1，1）模型对四氯化碳进行污染预测研究，并对

预测结果进行分析，探讨两种预测模型的适用性

及差异性，以期为岩溶地下水水质预测提供借鉴

和参考。

1    模型基本原理

1.1   马尔科夫链模型

马尔科夫分析方法主要用于分析随机事件未

来发展变化的趋势。马尔科夫过程是具有无后效

性的随机过程，即当过程在 tm 时刻所处的状态已

知时，过程在 t m+1 所处的状态只与 t m 时刻状态有

关，而与 tm 时刻之前的状态无关。通常将时间与

状态都离散的马尔科夫过程称为马尔科夫链 [4-5]。

设系统的状态有 n 个，系统在 tm 时刻处于状

态 i，在下一时间 tm+1 时转为状态 j 的概率为 pij，则

称 pij 为一步转移概率，其矩阵形成为：

若系统经过 k 次转移后在时刻 tm+1 处于状态

j 的概率为 pij
（k），则 pij

（k）称为 k 步转移概率。相

应的构成 k 步转移概率矩阵 p（k），且 p（k）=pk。

如果起始状态概率向量为 P（0），经过 k 步以

后，过程处于 j 状态的概率由下式得出：

P（k）=P（0）·P（k）

转移矩阵的确定是既是马尔科夫过程求解中

的一个难题，也是求解关键。学者对此进行了深

入探讨，但由于数据的随机性，对其求解问题一直

没有完全解决。

本文将 i 年 j 监测井四氯化碳的浓度 Cij 视

为该年份状态向量的分向量，则历年的状态向量

矩阵可以表示为：

式中 :

m—监测年数；

n—典型监测井的个数。

本文运用统计学原理，利用最小二乘法估计

马尔科夫转移矩阵，一步转移矩阵计算公式如下：

P=（XTX）-1（X）TY
式中 :

1.2   GM（1，1）模型

GM（1，1）模型是一阶微分方程模型 [6]，其形式为：

                                                                       （1）

其中 x 表示变量。

设非负原始序列 X（0）=（x（0）（1），x（0）（2），L，

x（0）（n））对 X（0）作一次累加，得到生成数列为 X（1）

=（x（1）（1），x（1）（2），L，x（1）（n））其中，x（1）（k）

=Σx（0）（i），k=1，2，L，n。

根据灰色系统理论，X（1）的 GM（1，1）模型白

化形式的微分方程为：

                                                                      （2）

其中 a，b 为待定参数，a 称为发展系数，反映预

测的发展态势；b 称作灰作用量，反映数据的发展

关系。

将（2）式离散化，得到 GM（1，1）模型的定义式，

如下 :   
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                                                                       （3）

其中 k=1，2，L，n-1。

根据最小二乘法可得待定参数 a，b。并带入（2）

式，可得此一阶线性微分方程的通解，并离散化为 :   

                                                                       （4）

还原到原始数据得：

                                                                      （5）

公式（4）和（5）为 GM（1，1）模型用于灰色预

测的表达式。

2    应用实例对比

2.1   研究区概况

研究区属于贾汪复式向斜水文地质区中的七

里沟裂隙岩溶水亚区的一部分，位于徐州市的东

南郊。含水岩组由奥陶系和寒武系组成，核部被

20 ～ 40 m 的第四系覆盖，水源地东部边界以断

陷盆地的白垩系地层为隔水边界；西部边界以南

华系城门组岩层构成隔水边界；南部以地下水分

水岭为零通量边界；北部受张扭性废黄河断裂带

影响，形成条带状富水块段，阻隔污染物北移。研

究区总面积约 103 km2。

通过污染源调查判定，位于研究区南部地下

水补给区的一农药厂为四氯化碳污染源。通过前

期研究，岩溶含水层污染区可分为三个亚区：南部

的污染源附近亚区、北部集中抽水排泄区和中间

污染相对较轻的过渡区。受构造、岩溶发育及人

工开采等因素影响，研究区地氯化碳污染羽呈哑

铃状分布 [7]。

为充分体现研究区四氯化碳污染状态，选取

位于研究区南部、中部及北部的 X-47、X-59 及

X-56 水井作为典型监测井，进行四氯化碳污染预

测，见图 1。

2.2   对比分析

分别采用马尔科夫链与 GM（1，1）两种模型，

利用 MATLAB 软件编辑程序，对 X-47、X-59 及

X-56 三眼典型监测井 2005 ～2015 年地下水四氯

化碳浓度值进行模拟，并以相对误差和标准差评

价模型精度，结果见表 1～表 3。
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图 1    研究区地下水四氯化碳监测点位置图

年份 监测值
预测值 相对误差 相对误差的标准偏差

马尔科夫链 GM（1，1） 马尔科夫链 GM（1，1） 马尔科夫链 GM（1，1）

2005 91.18 91.18 91.18 0 0

0.28 0.44

2006 50.55 57.83 55.86 -0.14 -0.10

2007 55.73 36.59 48.04 0.34 0.14

2008 58.69 35.02 41.32 0.40 0.30

2009 17.32 23.83 35.53 -0.37 -1.05

2010 21.20 25.66 30.56 -0.21 -0.44

2011 25.04 18.15 26.28 0.27 -0.05

2012 30.70 20.37 22.60 0.34 0.26

2013 13.60 14.90 19.44 -0.09 -0.43

2014 20.40 16.88 16.72 0.17 0.18

2015 19.36 12.71 14.38 0.34 0.26

表 1    X-47  监测井四氯化碳实测年值与预测值对比



                 4

表 3    X-56 监测井四氯化碳实测年值与预测值对比

年份 监测值
预测值 相对误差 相对误差的标准偏差

马尔科夫链 GM（1，1） 马尔科夫链 GM（1，1） 马尔科夫链 GM（1，1）

2005 31.40 31.40 31.40 0 0

0.28 0.29

2006 17.41 20.71 17.76 -0.19 -0.02

2007 19.30 15.65 17.49 0.19 0.09

2008 12.40 13.80 17.23 -0.11 -0.39

2009 11.51 12.40 16.96 -0.08 -0.47

2010 23.45 11.38 16.71 0.51 0.29

2011 19.43 10.50 16.45 0.46 0.15

2012 18.39 9.73 16.20 0.47 0.12

2013 20.32 9.05 15.96 0.55 0.21

2014 11.72 8.43 15.72 0.28 -0.34

2015 12.01 7.86 15.48 0.35 -0.29

年份 监测值
预测值 相对误差 相对误差的标准偏差

马尔科夫链 GM（1，1） 马尔科夫链 GM（1，1） 马尔科夫链 GM（1， 1）

2005 48.17 48.17 48.17 0 0

0.32 0.47

2006 26.21 30.44 23.44 -0.16 0.11

2007 17.21 16.58 23.06 0.04 -0.34

2008 16.80 19.28 22.69 -0.15 -0.35

2009 11.85 13.30 22.32 -0.12 -0.88

2010 38.51 16.19 21.96 0.58 0.43

2011 27.94 11.71 21.61 0.58 0.23

2012 28.09 13.94 21.26 0.50 0.24

2013 24.80 10.37 20.92 0.58 0.16

2014 14.69 12.05 20.58 0.18 -0.40

2015 11.92 9.18 20.25 0.23 -0.70

表 2    X-59 监测井四氯化碳实测年值与预测值对比

由表 1～表 3 可以看出，两种预测模型的平均

相对误差均小于 35%，表明两种模型均具有一定

的可信度。与 GM（1，1）模型相比，马尔科夫链预

测模型的相对误差的标准偏差更小，表明马尔科

夫链预测模型更适合于研究区地下水四氯化碳浓

度的预测。

为直观表现两种预测模型的预测效果，将监

测值与模拟值进行拟合，见图 2。三眼典型监测井

的监测数据均具有一定的波动性，主要由于地下

水四氯化碳浓度受构造、开采量、降水等因素的影

响。其中马尔科夫链模型表现出一定的波动适应

性，而且比较适应于波动较小的数据的预测，而

GM（1，1）则不能体现原始数据的波动性，仅能把

握数据的大体趋势。
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2.3   预测结果

通过 2.2 节分析可知，马尔科夫链模型预测

结果标准差较小，而且研究区地下水四氯化碳浓

度受开采量情况影响较大，表现出一定的数据波

动性，因此采用马尔科夫链模型进行 2017～2020

年研究区地下水四氯化碳浓度的预测，结果见图 3。

由图 3 可知，2017～2020 年研究区地下水四

氯化碳浓度呈下降趋势，南北两端地下水四氯化

碳浓度仍然高于中间区域，而且靠近污染源的南

部区域浓度高于北区。与 2017 年相比，2020 年

X-47、X-59、X-56 三眼典型监测井四氯化碳浓度

分别降低 16.02%、18.40%、12.76%。

图 3    马尔科夫链预测模型预测结果

3    结语

在一定可信度条件下，马尔科夫链与 GM（1，

1）均可用于地下水水质预测。对于具有一定波动

性的水质监测数据，马尔科夫链模型预测结果更

理想，GM（1，1）适用于具有一定变化趋势的水质

监测数据。对于受地下水开采量、降水等因素影响，

表现出一定波动性的研究区地下水四氯化碳污染

预测，首选马尔科夫链预测模型。
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