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摘要：在采用均方差分级法对溧阳市1951—2020年的降水量进行分级的基础上，运用马尔科夫

链理论和模糊集理论，建立加权马尔科夫链降水量预测模型，并运用于溧阳市年降水量和丰枯

水重现期的预测，预测结果良好，为区域水旱灾害防御、水资源优化配置、河湖生态保护提供了

技术支撑。
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马尔科夫链

在溧阳市降水量预测中的应用

Application of Markov chain in precipitation prediction and
analysis of Liyang City
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Abstract: Based on the classification of the precipitation in Liyang City from 1951 to 2020 using the mean square
error classification method, using Markov chain theory and fuzzy set theory, a weighted Markov chain precipitation
prediction model is established and applied to Liyang City Prediction of annual precipitation and return period of
high and low water. The prediction results are good, providing technical support for regional flood and drought
disaster prevention, optimal allocation of water resources, and ecological protection of rivers and lakes.
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溧阳市地处北亚热带边缘、太湖流域上游，

境内地形变化较大，山圩紧依，河流源短流急，水

情盈枯强弱多变。进入 20 世纪 80 年代以后，一

方面随着溧阳市工业化和城镇化的迅速发展，水

资源短缺问题日趋突出；另一方面因流域下垫面

及上下游工情变化较大，区域防洪压力有加重之

势。准确预测区域年度降水量，合理配置水资

源，减缓水资源供需矛盾，为区域防洪提供可靠

的技术支撑显得较为迫切且具有重要的社会经

济效益［1］。

本文对溧阳市 1951—2020年的降水量进行分

级，将其分为枯水年、偏枯年、平水年、偏丰年、丰水

年 5个状态，以马尔科夫链理论［2-3］和模糊集理论［4］

为基础，以规范化的各阶自相关系数为权重，建立

适用于溧阳市降水量的马尔科夫链加权预测模型，

对溧阳市2021年的降水量、丰枯水重现期进行了预

测，旨在为溧阳市水旱灾害防御、水资源优化配置

以及河湖生态流量的调度提供技术支撑。
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1 基本原理与步骤

1.1 马尔科夫链

马尔科夫链是研究事物状态及状态转移规律

的理论，通过不同状态的初始概率及状态的转移概

率来确定状态之间的变化趋势，从而预测其未来变

化趋势的一种技术，其基本原理如下。

如果对时间 t的任意 n个数值（n≥3），在条件

X（ti）=xi（i=1，2，…，n-1）下，X（tm）的分布函数恰好等

于在条件X（tn-1）=xn-1下X（tn）的分布函数，即：

F（xn； |tn xn-1，xn-2，…，x1；tn-1，tn-2，…，t1）=
F（xn； |tn xn-1，tn-1） （1）

通常称X（tn）为马尔可夫链（过程），马尔科夫链

法可用来预测未来发生状态的水文时间序列，广泛

用于一个区域中长期降水量的预测预报。

从应用的实践来看，传统的马尔科夫模型采用

最大隶属原则来确定预报对象的状态，它有两大缺

点：一是只考虑最大概率，忽略了其他概率的影响；

二是无法预报对象的具体值，只能预报对象所在的

区间。而加权马尔科夫链预测模型［5-7］先依据前面

若干时段的预报对象对后面某一时段的预测对象

进行预测，再考虑前面各个时段与所求时段的相关

关系进行加权求和，其最大优点是既考虑最大概率

的影响，也考虑其他概率的影响，弥补了传统的马

尔科夫模型的不足，提高了预测的可靠性。

1.2 模糊集理论中的级别特征值

模糊集理论是一种描述模糊现象的方法，它把

待考察的对象及反映它的模糊概念作为一定的模

糊集合，建立适当的隶属函数，通过模糊集合的有关

运算和变换，对模糊对象进行分析。具体到前述马

尔科夫链中的预测对象，就是通过模糊集理论中的

级别特征值［8］解决传统马尔科夫链中“最大隶属原

则”只考虑最大概率影响的问题，而兼顾考虑其他概

率的影响，也就是通过级别特征值对马尔科夫链中

的各状态赋予相应权重，亦即加权马尔科夫链。

（1）对各状态赋予相应权重，得权重集 w={w1，

w2，…，wi}，其中 i为研究系统的状态。权重公式为

wi = pη

i

∑
i = 1

5
pη

i

（2）

式中：η为最大概率作用指数，指数越大越能够突出

最大概率的作用，本文取2；pi为状态 i的概率。

（2）对各级别特征值进行计算，级别特征值H计

算式为

H =∑
i = 1

5
i ×wi （3）

若级别特征值H>i，则预测对象的特征值Q为

Q = TiH
i + 0.5 （4）

若级别特征值H<i，则预测对象的特征值Q为

Q = BiH
i - 0.5 （5）

式中：Ti、Bi分别为状态区间的上限和下限。

1.3 加权马尔科夫链法计算步骤

以均值、方差作为选取预测对象（Q）组合的准

则，即既定组合方差下的最大均值或既定均值下的

最小方差。

（1）计算预测对象的均值和方差S，建立指标值

分级标准，确定序列中各个时段的指标值所处的状

态。计算式为

X̄ = 1
n∑i = 1

n

Xi （6）

S = 1
n - 1∑i = 1

n

( )Xi - X̄ 2
（7）

（2）对预测对象的序列进行马氏性检验。检验

随机过程是否具有马尔科夫性［9］是应用马尔科夫预

测模型的必要前提。一般情况下，选用离散序列的

马尔可夫链来对变量具有随机性的序列进行“马

氏性”检验，检验常用χ 2（卡方分布）统计量。计算

方法为：

设研究的序列状态个数为m，使用( )fij ，i、j ∈ I表示

转移频数概率矩阵，把各个列之和去除以全部元素

之和，就会得到“边际概率”，用字母pj表示，其中：

pj =
∑
j = 1

m

fij

∑
i = 1

m∑
j = 1

m

fij
（8）

当m很大时，χ 2（卡方分布）统计量为

χ 2 = 2∑
i = 1

m∑
j = 1

m

fij
|

|
||

|

|
|| log pij

pj

（9）
如 果 给 定 显 著 性 水 平 为 α，经 查 表 可 得

χ 2
∝( )(m - 1)2 值。如果χ 2 > χ 2

∝( )(m - 1)2 ，则拒绝零假设，

可以认为序列具备“马氏性”，反之则这个序列不能

当作马尔可夫链来对待。

（3）计算各阶自相关系数。计算式为

rk =∑i = 1
n - k( )Xi - X̄ ( )Xi + k - X̄ ∑i = 1

n ( )Xi = X̄ 2 （10）
（4）考虑到各阶相关系数可能会出现负值，需

对各阶自相关系数进行规范化处理，即：

42 江 苏 水 利 2022年7月

42



Wk = || rk ∑k = 1
m || rk （11）

式中，m为预测时需要计算的最大阶数。

（5）对上述步骤的结果进行统计，得到不同步

长的状态转移概率矩阵。以前面各年预测对象为

初始状态，结合其相应的状态转移概率矩阵即可预

测出该时段预测对象状态P
(k)
i ，其中k为步长。

（6）指标值处于某状态的预测概率可用处于此

状态的各预测概率的加权和Pi表示，max( )Pi, i ∈ I（I

为状态空间）对应的状态即为此时段指标值的预测

状态。然后，利用模糊集理论中的级别特征值即可

计算出此时段的预测值（Q）。重复以上步骤可预测

下一时段的预测值。

（7）进一步对加权马尔科夫链的遍历性、平稳

分布进行预测。其中，遍历性是指对于有限状态马

氏链，如果存在正整数 s，并且对所有的 i，都有 j=1，
2，…，k对于P

(k)
ij 成立，则该马氏链必具有遍历性。平

稳分布是指对于有限状态马氏链，这个链的所有状

态都是正常返的，且这是极限分布Pj是唯一的平稳

分布［10］。马尔科夫链的遍历性、平稳分布预测是采

用加权马尔科夫链法的必要条件。

2 应用实例

本文选取江苏省溧阳市 1951—2020年降水量

作为对象，采用上述加权马尔科夫链法对该市

2021年降水量及丰枯年重现期进行预测分析。

2.1 均值与方差

利用式（6）、式（7），计算出溧阳市1951—2020年
平均降水量X=1 165.6 mm，均方差S=246.1 mm。

2.2 分级与状态

（1）根据水文上传统的年型分级定义，用均方

差法把溧阳市1951—2020年降水量分成干旱年、偏

旱年、平水年、偏丰年、丰水年等5级（状态）。其中，干

旱年定义为x＜（X-S），偏旱年定义为（X-S）＜x＜（X-0.5S），
平水年定义为（X-0.5S）＜x＜（X+0.5S），偏丰年定义为

（X+0.5S）＜x＜（X+S），丰水年定义为x＞（X+S），见表1。

（2）根据已知的溧阳市年降水量序列，结合表1
的分级标准，判断每年降水量的状态，见表2。
2.3 马氏性检验

利用式（8）、式（9），对溧阳市年降水量序列进

行马氏性检验。其中，状态空间m=5，显著性水平

α=0.0，χ 2
∝( )(m - 1)2 =26.3，χ 2 = 187.9 > χ 2

∝( )(m - 1)2 ，则

拒绝零假设，可以认为溧阳市年降水量序列具备

“马氏性”。

2.4 成果预测

（1）利用式（10）和式（11），计算出前5阶自相关

系数 rk与相应的权重Wk，见表3。
（2）根据表2，计算溧阳市1951—2020年降水量

各种步长的状态概率矩阵，见式（12）。
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0 1/7 4/7 1/7 1/7

1/13 2/13 5/13 4/13 1/13
3/28 7/28 11/28 4/28 3/28
3/11 1/11 5/11 1/11 1/11
0 2/6 3/6 1/6 0

（12）

（3）根据溧阳市1951—2020年降水量及其相应

表1 溧阳市降水量分级

状态

1
2
3
4
5

级别

干旱年

偏旱年

平水年

偏丰年

干旱年

分级标准

x＜（X-S）

（X-S）＜x≤（X-0.5S）
（X-0.5S）＜x≤（X+0.5S）
（X+0.5S）＜x≤（X+S）

x＞（X+S）

降水量区间/mm
x＜919.5

919.5＜x≤1 042.6
1 042.6＜x≤1 288.7
1 288.7＜x≤1 411.7

x＞1 411.7
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的状态转移概率矩阵，采用 1~5阶权重系数对溧阳

市2021年的降水量状态进行预测，结果见表4。
各状态对应的加权和分别为 0.0469、0.2686、

0.0664、0.0488、0.5693。由表 4可知，max{ }pi, i ∈E =
0.4715，对应的 i=3，即溧阳市 2021 年降水量预测

状态为 3（平水年），状态 3的数值区间为［1 042.6，
1 288.7］。由模糊集理论计算得级别特征值H=3.825，
H>i，故由式（4）计算得2021年降水量为1 408.4 mm，

实测值为1 464.5 mm，相对误差为-3.8％，符合相关

标准（≤±20%）要求。

2.5 丰枯水重现期预测

丰枯水重现期预测是溧阳市防汛防旱和水资

源科学开发利用的重要依据。本文根据溧阳市

1951—2020年的滑动平均降水量序列，以相依性最

强的步长为5的马尔科夫链进行分析。降水量马尔

科夫链的5个状态是互通的，且是非周期的，因此该

马氏链具有遍历性，且存在唯一的平稳分布。

步长为5的状态转移概率矩阵为

P5 =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
0 1/7 4/7 1/7 1/7

1/13 2/13 5/13 4/13 1/13
3/28 7/28 11/28 4/28 3/28
3/11 1/11 5/11 1/11 1/11
0 2/6 3/6 1/6 0

（13）

设πi、πj分别为状态 i、j的平稳分布，则得到方

程组：

表2 溧阳市年降水量序列及状态

年份

1951
1952
1953
1954
1955
1956
1957
1958
1959
1960
1961
1962
1963
1964
1965
1966
1967
1968
1969
1970
1971
1972
1973
1974

降水量/mm
1 231.4
1 151.8
1 024.5
1 708.7
1 113.9
1 399.4
1 320.0
1 000.6
968.0

1 031.1
1 098.4
1 368.0
1 130.2
1 143.3
1 418.9
933.9
954.8
856.4

1 068.5
1 235.5
877.1

1 092.6
1 056.7
1 178.7

状态

3
3
2
5
3
4
4
2
2
2
3
4
3
3
5
2
2
1
3
3
1
3
3
3

年份

1975
1976
1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997
1998

降水量/mm
1 217.9
1 187.7
1 373.2
582.0
970.5

1 376.8
1 185.2
1 113.9
1 296.8
1 337.6
1 224.7
925.8

1 575.6
850.1

1 486.8
1 137.7
1 627.4
1 122.6
1 408.5
846.9
917.9

1 294.3
811.9

1 097.1

状态

3
3
4
1
2
4
3
3
4
4
3
2
5
1
5
3
5
3
4
1
1
4
1
3

年份

1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018
2019
2020
平均

方差

降水量/mm
1 396.5
1 021.7
1 020.5
1 163.1
1 087.9
941.9

1 027.3
1 052.9
983.6

1 078.4
1 262.6
1 076.3
1 131.9
1 242.4
1 116.6
1 328.1
1 486.5
2 307.6
1 123.4
1 211.4
956.1

1 245.3
1 165.6
246.1

状态

4
2
2
3
3
2
2
3
2
3
3
3
3
3
3
4
5
5
3
3
2
3

表3 溧阳市年降水量1~5阶各阶自相关系数及权重

项目

rk

Wk

k=1
-0.0342
0.0469

k=2
0.1958
0.2686

k=3
-0.0484
0.0664

k=4
0.0356
0.0488

k=5
-0.4150
0.5693
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ì

í

î

ï
ï
ï
ï

∑
j = 1

5
πj = 1

πj =∑
i = 1

5
πiPij

（14）

由上述状态转移概率矩阵计算出极限分布（y）

与各状态的重现期（T）见表5。

由表5可知，溧阳市出现平水年可能性较大，重

现期2.17 a。同时溧阳市近年来降水量总体呈增加

趋势，降水变化存在5 a和11 a这2个主周期［11］。

3 结 语

通过对2021年溧阳市年降水量预测实践，可得

表4 溧阳市2021年降水量预测

初始年

2020
2019
2018
2017
2016

状态

3
2
3
3
5

步长

1
2
3
4
5

∑pi

权重

0.0469
0.2686
0.0664
0.0488
0.5693

状态转移概率矩阵

状态1
1/10
0

3/29
5/29
0

0.0200

状态2
1/6
1/7
8/29
7/29
1/3

0.2661

状态3
1/2
3/7

13/29
11/29
1/2

0.4715

状态4
1/10
5/14
2/29
4/29
1/6

0.2068

状态5
2/15
1/14
3/29
2/29
0

0.0357

表5 溧阳市丰枯水重现期预测

项目

yi

Tj

k=1
0.0914

10.95

k=2
0.1942
5.15

k=3
0.4607
2.17

k=4
0.1702
5.88

k=5
0.0836

11.97

出以下结论。

（1）采用均方差分级法对溧阳市1951—2020年
的降水量进行分级，建立的加权马尔科夫链预测模

型较可靠，对2021年溧阳市年降水量预测结果相对

误差仅为-3.8％。

（2）以马尔科夫链理论和模糊集理论为基础，

以规范化的各阶自相关系数为权重，建立的溧阳市

降水量的加权马尔科夫链预测模型，对丰枯水重现

期的预测结果较合理，预测结果与实际基本吻合。

（3）运用加权马尔科夫链预测模型，得出的溧

阳市降水量处于平水年的概率最大，平均周期为

2.17 a，降水年际变化存在5 a和11 a这2个主周期，

为区域防汛防旱、水资源综合利用规划提供可靠的

依据。
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