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摘要：依据信息模糊和不确定状态下乏信息数据处理理论，提出了一种改进多变量灰色系统的

乏信息堤防短期预测模型；引入多变量灰色模型对多测点的沉降变形序列进行拟合，结合混沌

粒子群优化算法和分数阶微积分理论，实现了在乏信息条件下对堤防多测点变形的短期预测；

由对比结果可知，研究提出的模型可行且有效，填补了堤防乏信息处理模型的空白。
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基于多变量灰色系统的

乏信息堤防变形短期预测模型

Short term prediction model of poorinformation levee deformation
based on multi-variable grey system
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Abstract: Based on the theory of data processing of poorinformation under fuzzy and uncertain information, an
improved multi-variable grey system short-term prediction model of poorinformation levee is proposed. The multi-
variable grey model is introduced to fit the sedimentation deformation sequence of multi- measuring points.
Combined with chaotic particle swarm optimization algorithm and fractional calculus theory, the short- term
prediction of deformation of multi- measuring points is realized under the condition of lack of information. The
comparison results show that the proposed model is feasible and effective, filling the gap in the poorinformation
processing model of levee flood.
Key words: poorinformation; levee; multi-variable grey model; fractional calculus; chaotic particle swarm
optimization algorithm

堤防工程的空间跨度广阔，水文地质条件和隐

患分布呈现出显著的随机性变化特点［1］。受监测技

术、经费以及管理条件的限制，堤防工程的勘察工

作通常面临区域背景资料少、精度低、现场地址调

查难以开展及安全隐患多等困难，位于堤防内部的

监测仪器通常难以获得所需的数据资料，导致监测
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值数据序列的概率分布常常未知。乏信息（贫信

息），是指研究对象的特征信息不完备与不充分。

目前乏信息数据处理技术在滚动轴承的预测与评

估中应用较为广泛［2-3］，而在水利工程尤其是堤防工

程中却鲜有提及［4-5］。但总体来说，目前针对堤防的

监测资料、外部水情、环境变化等有关资料十分匮

乏的窘境，对堤防信息进行挖掘和识别，研究乏信

息条件下堤防变形预测方法，对构建堤防安全监

控方法，及时识别乏信息情况下堤防险情具有重要

意义。

堤防在运行和管理的过程中，面临诸多无法确

定的因素，且其变形数据具有小样本、贫信息的数

据特征。灰色系统对具有乏信息特征的数据进行

建模时有独特的优势，在研究数据或变量信息不

完全已知的情况下，可以挖掘已知信息内部所隐

藏的变化规律。此外，将分数阶理论与灰色模型结

合，将阶次推广至分数阶次能够极大地提高灰色

模型的适用性，在保留灰色模型求解过程简洁特

点的同时大幅提升预测效果，是灰色模型的一种

较为有效的改进形式。在实际的堤防工程中，每个

监测点的变形变化都并非独立，而是会受到相邻监

测点变形的影响，同时每个监测点也会影响其他点

的变形。

因此，对堤防的监测分析不能只注重单个监测

点的局部研究，应当充分考虑监测点之间的关联

性，从堤防观测系统的整体角度来描述其测点的变

形趋势和变形规律。基于上述理论，本文构建改进

多变量灰色系统OFMGM（r，n）的乏信息堤防变形短

期预测模型，以挖掘、拟合和预测堤防乏信息数据，

提出乏信息条件下堤防变形预测方法。

1 模型构建

1.1 基于分数阶累加的灰色模型

灰色系统理论假定X
(0) = [ ]x

(0)(1),x(0)(2),…,x(0)(n) 为
原始数据序列，通过累加生成其一阶累加序列

X
(1) = [ ]x

(1)(1),x(1)(2),…,x(1)(n)，其中

x
(1)(k) =∑

i = 1

k

x
(0)(i),k = 1,2,3,…,n （1）

类似地，将累加算子拓展到非整数阶，若x
(r)(k)与

x
(r - 1)(k)之间满足关系 x

(r)(k) =∑k

x
(r - 1)(i)，则称 x

(r)(k)为
x
(r - 1)(k)的 r次累加生成值。灰色模型的 r阶拓展式的

系数a(k)可由下式计算：

a(k) =∑
i = 1

k (k - i + 1)(k - i + 2)…（k - i + r - 1）
(r - 1)! =

(r + k - i - 1)!
(k - i)!(r - 1)! =

Γ(r + k - i)
Γ(k - i + 1)Γ(r) （2）

此时得到：

X
(r)(k) =∑

i = 1

k

a(k)x(0)(i) （3）
式（3）适用于任意正实数，可以称之为分数阶累加

的分数阶拓展形式。

1.2 基于混沌粒子群算法改进的分数阶累加灰色

模型

在分数阶灰色模型中，不同的累加阶数将对数

据的预测精度产生差异性影响，因此确定最优阶数

尤为重要。为求出使平均相对误差（mean relative
error，MRE）最小的阶次，引入混沌粒子群算法［6-7］进

行阶次优化。基于混沌优化的粒子群算法（chaotic
particle swarm optimization，CPSO）利用混沌优化的

随机性质，来增强粒子群算法的全局搜索能力，能

够在一定程度上避免传统粒子群算法中精度低、易

发散、容易陷入局部最优解的问题。同时，由于采

用了混沌优化生成随机数序列，CPSO算法还能够

增加算法的随机性和多样性，从而更好地探索搜索

空间。

在传统粒子群算法中，每个优化问题的可能解

都被视为在搜索空间中的一个独立的粒子。在搜

索过程中，算法要求每个粒子维护相应的速度向量

vi和位置向量 xi。假设在一个N维的搜索空间中，群

体中共有m个粒子。其中第 i个粒子在搜索空间中

的位置可表示为

Xi=（xi1，xi2，…，xiN），i=1，2，…，m （4）
第 i个粒子的速度可以表示为

Vi=（vi1，vi2，…，viN），i=1，2，…，m （5）
通过将 xi代入目标函数来计算其适应值，经过

迭代操作后，如果粒子新的适应度函数值大于个体

历史最优解，则该新的适应度函数值成为该粒子当

前的历史最优解。每个粒子第n维的速度和位置按

如下方程进行迭代更新：

vin=ωvin+c1×rand1（pin-xin）+c2×rand2（pin-xin） （6）
xin=xin+vin （7）

其中：pi（pi1，pi2，…，piN）表示第 i个粒子的个体已知最

优解；pg（pg1，pg2，…，pgN）表示种群已知最优解。ω为

惯性权重，c1和 c2称为学习因子，rand1和 rand2分别为

［0，1］范围内的随机数，用以增加粒子飞行的随机

性。ω用来控制粒子以前速度对现在速度的影响，
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在更新过程中，算法要求粒子的速度在一个由用户

设定的最大速度 vmax的范围内。为保证粒子能快速

地收敛到最佳位置，同时保证其收敛精度，本文将

混沌优化与粒子群算法结合，算法步骤如下：

步骤1：设定种群大小m、搜索空间维数N、最大

迭代次数T，将粒子群和资源系数进行初始化。

步骤 2：利用Logistic混沌映射构成混沌空间方

法，其混沌映射和迭代式见式（8）即
xn+1=axn（1-xn） （8）

式中：a ∈ [ ]0,4 ，a越接近 4时，xn越接近平均分布到

［0，1］区域，当a取为4时，呈现完全混沌状态，映射

分布均匀性达到极限。

步骤3：更新全局最优粒子。计算p（t），若xn+1＜p（t），

则计算遍历参考点 x（t，n）和随机动态邻域半径向

量，通过比较确定个体最优粒子pi与全局最优粒子；

否则，令pg=pi，转到步骤4。
步骤 4：若满足终止条件或 t>T，则转步骤 5；否

则转到步骤3。
步骤5：输出最优解pbest、gbest，运行终止。

1.3 多变量改进分数阶灰色系统的乏信息堤防短

期预测模型

多变量灰色模型MGM（1，n）并非n个一阶灰色

模型的堆叠组合，而是对 n个 n元微分方程进行联

立求解，将变量彼此之间互相影响的关系引入模型

的建立过程。设在堤防内部埋设有 n个相邻的变

形监测点，其中每个监测点已获得m长度的变形观

测资料，则其可以构成的变形观测序列为X（0），其中

X
(0)(k) ={ }x

(0)
i (k) (k = 1,2,…,m ; i = 1,2,…,n)，经上节混

沌粒子群算法的优化过程后，得到分数阶模型的最

优阶数 r，则原始数据序列的 r阶累加生成向量序列

为x
(r)
i (k) =∑k

x
(0)
i ( j)，式中k=1，2，…，m；i=1，2，…，n。

考虑堤防中n个相关联的变形监测点的相互影

响，对变形序列建立n元 r阶常微分方程组：

ü

ý

þ

ï

ï

ïïï
ï

ï

ï

ïïï
ï

dx(r)
1dt = a11x

(r)
1 + a12x

(r)
2 +…+ a1n x

(r)
n + b1

dx(r)
2dt = a21x

(r)
1 + a22x

(r)
2 +…+ a2n x

(r)
n + b2

⋮
dx(r)

ndt = an1x
(r)
1 + an2x

(r)
2 +…+ annx

(r)
n + bn

（9）

写成矩阵形式：

dX (r)

dt =AX (r) +B （10）

式中：X
(r)(t) = [ ]x

(r)
1 (t),x(r)

2 (t),…,x(r)
n (t) T

A =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

a11 a12 … a1n
a21 a22 … a2n
⋮⋮ ⋮
an1 an2 … ann

，B =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

b1
b2
⋮
bn

。

由积分生成变换原理，对式（10）两边左乘e-At

可得：

e-Até
ë
ê

ù
û
ú

dX (r)

dt -AX (r) = e-AtB （11）
为了得到模型参数的估计值，对连续的微分方

程进行离散化，采用最小二乘估计计算得到参数矩

阵A和B的估计值矩阵D̂：

D̂ = ( )Â,B̂ T = ( )LTL
-1
LTY （12）

式中：

L =
é

ë

ê

ê

ê

ê

êêê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

úúú
ú

ú

ú
( )x

(r)
1 (1)+ x(r)

1 (2) /2 ( )x
(r)
2 (1)+ x(r)

2 (2) /2 … ( )x
(r)
n (1)+ x(r)

n (2) /2 1
( )x

(r)
1 (2)+ x(r)

1 (3) /2 ( )x
(r)
2 (2)+ x(r)

2 (3) /2 … ( )x
(r)
n (2)+ x(r)

n (3) /2 1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

( )x
(r)
1 (m - 1)+ x(r)

1 (m) /2 ( )x
(r)
2 (m - 1)+ x(r)

2 (m) /2 … ( )x
(r)
n (m - 1)+ x(r)

n (m) /2 1
（13）

Y =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
x

(0)
1 (2) x

(0)
2 (2) … x

(0)
n (2)

x
(0)
1 (3) x

(0)
2 (3) … x

(0)
n (3)

⋮ ⋮ ⋮
x

(0)
1 (m) x

(0)
2 (m) … x

(0)
n (m)

（14）

D̂ =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
â11 â21 … ân1
â12 â22 … ânn

⋮ ⋮ ⋮
â1n â2n … ânn

b̂1 b̂2 … b̂n

（15）

从式（15）中即可得到矩阵 A和 B的估计值 Â

和B̂：

Â =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

â11 â21 … ân1
â12 â22 … ânn

⋮ ⋮ ⋮
â1n â2n … ânn

, B̂ =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
b̂1

b̂2
⋮
b̂n

（16）

将式（11）写成离散形式，可得：

X̂
(r)(k) = eÂ(k - 1)( )X̂

(r)(1)+ Â-1B - Â-1B （17）
式中：e

Â(k - 1) = I +∑
i = 1

∞
Âi

i ! ( )k - 1 i

。

将式（17）作累减还原，有：

X̂
(0)(k) = X̂ (r)(k) - X̂ (r)(k - 1), k = 2,3,… （18）

第 i个变量的相对误差为
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ri(tk) = x̂
(0)
i (tk) - x(0)

i (tk)
x

(0)
i (tk) × 100% （19）

数据序列的平均误差为

f = 1
nm∑i = 1

n æ
è
ç

ö
ø
÷∑

k = 1

m

|| ri(k) （20）
使用混沌粒子群优化算法设分数阶的阶数 r

为设计变量，以最小平均相对误差（MRE）为目标

函数，求解最优阶数的问题转化为求解如下优化

问题：

MRE=min f (r) = 1
nm∑i = 1

n ∑
k = 1

m |

|
||

|

|
||
x̂

(0)
i (tk) - x(0)

i (tk)
x

(0)
i (tk) × 100%

（21）
改进多变量灰色系统的预测模型计算步骤，如

图1所示。

2 工程实例

2.1 工程概况

某海塘位于我国东南沿海地区，堤顶高程为

6.4 m，防浪墙高程为 7.2 m，设计标准为 50年一遇，

工程级别为Ⅲ等，主要建筑物级别为 3级，工程于

2014年 7月完工。该堤防工程采用土石结构、桩基

土石结构和轻型框架结构。在海塘表面变形自动

化观测中沿堤线每 500 m布置一个观测断面，每个

断面布设 3个表面变形测点，并以沿江水闸桩基处

布设的设备为监测基准点。

海塘沉降变形测值受到潮水位和风速变化影

响较大，呈现明显的日周期变化：水位在较短时间

内的变化较快，在每日12：00达到最大值；各测点风

速亦呈明显的日周期变化，一般在每日的 12：00左
右风速达到最高。由于监测仪器的缺失或损坏，仅

采集了 2023年 1月 10日至 2月 14日的沉降变形数

据，且数据分布不连续。因此，以海堤表面某4个相

邻的变形监测点为例，取监测日 12：00的监测数据

输入模型中，得到原始的变形监测数据序列 X（0）

（单位：mm）为

X
(0) =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
0.7 0.8 0.9 0.9
0.9 0.8 0.8 0.9
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0.7 0.7 0.9 0.8
0.7 0.7 0.8 0.8

（22）

2.2 计算过程

由于海堤变形绝对值的数量级在 1 mm以下，

故需要在建模前对原始的变形数据序列进行预处

理。由文献［4］可知，对于序列{ }x
(0)
i 的数乘变换序列

{ }y
(0)
i ( ){ }y

(0)
i =αi{ }x

(0)
i ，则{ }y

(0)
i 对应灰色模型的估计值

{ }ŷ
(0)
i 满足

ŷ
(0)
i =α1 x̂

(0)
i （23）

此外，灰色模型的拟合预测值只与系统行为变

量{ }x
(0)
1 的数乘变换值α1有关，而与驱动因素变量的

数乘变换值α2,…,αN无关。为避免因数据绝对值过

小而导致模型精度的降低，对数据序列进行数乘变

换，取α1 =α2 =…=αN = 10，即扩大数据的数量级，经

数乘变换后的变形监测序列X
(0)(α)为

X
(0)(α) =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
7 8 9 9
9 8 8 9
⋮⋮⋮⋮
7 7 9 8
7 7 8 8

，设置混沌粒子群算法中种群大小

为30，迭代次数为20，变异率为10%，经混沌粒子群

算法优化后得到的分数阶阶数为 0.89，通过式（23）
还原原始变形监测值的估计值为

X̂
(0) =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
0.7 0.8 0.9 0.9

0.93688 0.77196 0.80289 0.89890
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0.75480 0.76782 0.69350 0.82910
0.73168 0.76762 0.67954 0.82024

（24）

2.3 结果分析

由于式（23）对灰色模型均适用，故依据经数乘

变换后的变形监测序列X
(0)(α)建立未经优化的整数阶

灰色模型GM（1，1）模型，并与本文提出改进多变量

获取原始序列
X（0）（k）={xi

（0）（k）}
（k=1，2，…，m；i=1，2，…，n）

利用混沌粒子群算法
寻求最优阶数r，并求

解r阶累加序列

建立白化微分方程
dX (r)

dt = AX (r) +B
建立白化微分方程

利用最小二乘法求解
参数矩阵估计值Ȃ,B̑

求解多变量时间响应
序列，并通过累减还

原得到预测值

结束

是

是否达到最大迭代次数

计算粒子适应度值

引入混沌因子，更新粒
子位置及速度

确定最优粒子

初始个体最佳适应度值

初始化粒子群位置及速度

开始

否

图1 混沌粒子群算法优化的非等间隔分数阶

灰色模型实现流程
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灰色模型的预测结果进行对比，对比的拟合结果

如表 1所示。在混沌粒子群算法的优化下，当阶数

r=0.89时，适应度值MRE达到最小值，模型的拟合

值最贴近于真实值，其预测精度最高。当阶数r=1时，

本文提出的OFGM模型即转化为传统的GM（1，1）
模型，其预测精度低于OFGM模型。因此，本文提

出的模型在预测数据为小样本、贫信息的特征下，

能够有效挖掘数据内部的规律，通过优化分数阶阶

数，提升传统整数阶灰色模型的适用性，并达到了

模型中最小的MRE值，在提高模型的预测精度上具

有一定的工程意义。

由拟合的结果可得出结论：在拟合初期，两模

型的拟合精度差距不大，但随着数据序列长度的增

加，原始多变量灰色模型的拟合稳定性逐渐变差，

从而导致其拟合的精度降低。结果表明：改进多变

量灰色模型的模型稳定性更高，对于波动序列拟合

的稳定性更强。

3 结 论

本文根据堤防沉降变形数据的小样本、贫信息

的乏信息数据特征，提出了一种改进多变量灰色系

统的乏信息堤防短期预测模型，结论如下：

（1）依据实际堤防工程中多测点存在相互关

联、相互影响的实际情况，考虑堤防工程的整体性，

将传统的单变量灰色模型扩展为多变量灰色模型，

使得模型能够描述变形体的整体变形趋势和变形

规律。

（2）针对多变量灰色模型主要集中于对原始数

据进行整数阶累加后进行建模研究的局限性，融

合分数阶微积分与多变量灰色模型，并采用混沌

粒子群算法对最优分数阶的阶数进行寻优。结果

表明，当分数阶阶数为 0.89时，模型达到最小平均

绝对误差 0.6035，相较于普通多变量灰色模型的

0.7484有所减小，对波动数据序列的拟合平稳性有

所提高。
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表1 堤防沉降变形的不同模型预测表现

实际测值/mm
X

(0)
1 (k)
0.7
0.9
⋮
0.7
0.7

MRE

X
(0)
2 (k)
0.8
0.8
⋮
0.7
0.7

X
(0)
3 (k)
0.9
0.8
⋮
0.9
0.8

X
(0)
4 (k)
0.9
0.9
⋮
0.8
0.8

OFMGM（1，n）估计值/mm
X

(0)
1 (k)
0.70
0.94
⋮
0.75
0.73

0.6035

X
(0)
2 (k)

0.80
0.78
⋮
0.77
0.77

X
(0)
3 (k)
0.90
0.80
⋮
0.69
0.68

X
(0)
4 (k)

0.90
0.90
⋮
0.83
0.82

MGM（1，n）估计值/mm
X

(0)
1 (k)
0.70
0.91
⋮
0.76
0.77

0.7484

X
(0)
2 (k)

0.80
0.78
⋮
0.93
0.97

X
(0)
3 (k)
0.90
0.80
⋮
0.60
0.62

X
(0)
4 (k)

0.90
0.91
⋮
0.84
0.85
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